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1. ZAPIS REZULTATA

Tijekom izvodenja mjerenja, vrijednosti izmjerenih veli¢ina valja biljezZiti u pregledno
organizirane tablice. Pritom je vazno u vrhu svakog stupca tablice staviti oznaku
fizikalne veliine i uz nju mjernu jedinicu u uglatim zagradama (npr. t[s] predstavlja
vrijeme u sekundama).

1.1. ZAPIS BROJEVA

Ispis brojeva je obicno jednostavan postupak, no u fizici nailazimo na brojeve koji su
toliko mali ili pak toliko veliki da to Cesto postaje nezgodno. Primjerice, masa
elektrona (u kilogramima) je 0.911 s joS 30 nula izmedu decimalne tocke i 9.
Udaljenost (u metrima) do zvijezde najblize naSem Suncevu sustavu je 32 popraéeno
s 15 nula. Podto 10% predstavlja 1 s dvije nule, prethodni broj se moZe pisati kao
32-10%. Primjenom istih pravila za eksponent masa elektrona moZe se napisati kao
9.11-10°%, Ova pravila znade da kad god pomaknemo decimalnu to¢ku za jedno
mjesto ulijevo, eksponentu od 10 dodaje se -1, a kad je pomaknemo udesno, dodaje
mu se +1. (Primijetimo, prelaskom od -31 na -32 broj se smanjuje za faktor 10.)
Mnogi kalkulatori automatski daju rezultat u ovom obliku. Obic¢no se decimalna tocka
postavlja nakon prve znamenke razlicite od 0 (znanstveni zapis), pa je

masa 9.11-107!
udaljenost 3.2-10%°

Vecina kompijutora i kalkulatora ispisat ¢e ove brojeve kao

masa 9.11 E-31
udaljenost 3.2 E16

Ponekad susre¢emo i malo e. Broj ispred E naziva se mantisa, a broj iza E potencija.

1.2. SIGURNE ZNAMENKE

Teorija sigurnih znamenki bavi se pouzdanos¢éu znamenki brojeva koje biljezimo. Ako
smo mjerenjem ustanovili da je visina neke osobe 175 cm, to znaci da smo sigurni za
1i 7 te da 5 bolje odgovara nego 4 ili 6; dakle, sve tri su sigurne znamenke.
Sigurna znamenka predstavlja broj Ciji iznos je potvrden pouzdanim mjerenjem.
Broj sigurnih znamenki zabiljezen mjerenjem ovisi djelomice o mjernom uredaju, a
djelomice o tome Sto mjerimo. Ako objekt kojeg mjerimo nema dobro definirane
krajeve, tada mjerenje moze samo po sebi biti nepouzdanije od najmanjeg podijeljka
mjernog instrumenta. Primjer za ovo je mjerenje duljine podlaktice. Sli¢an problem
susrecemo npr. kad pomi¢nom mjerkom odredujemo dimenzije predmeta ciji se
rubovi pod pritiskom lako deformiraju, ili kad zadnja znamenka na nekom digitalnom
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mjernom instrumentu stalno oscilira. Sve su to slucajevi kad treba paZljivo ocijeniti
pouzdanost mjerenja, te u skladu s time odrediti kako ¢emo biljeziti oCitanje.

Ako mjerimo s pouzdanosScu do na centimetar, ne smijemo zabiljeziti mjerni rezultat
kao 35.1 cm jer bi to znacilo da je mjerenje pouzdano do na desetinku centimetra.
Zato moramo rezultat zabiljeziti kao 35 cm. Svako mjerenje koje obavljamo mora
imati prikladan broj sigurnih znamenki. Nema smisla biljeziti mnogo znamenki
koje nisu sigurne.

Pravila za standardni zapis brojeva

(1) Sve znamenke nekog broja, razli¢ite od 0, su sigurne. Npr. 35.1 cm ima tri
sigurne znamenke.

(2) Nule koje leze izmedu dvije znamenke razlicite od 0 su sigurne. Npr. nula u 1023
je sigurna.

(3) Nule koje slijede nakon posljednje znamenke razli¢ite od 0 (npr. u broju 123 000)
najéesce predstavljaju samo red veliCine, osim ako je drukcije naznaceno, npr.
povlakom iznad nula. U tom slucaju i naznacene nule su sigurne.

(4) Ako broj sadrzi decimalnu tocku:

(@) Nule koje leze izmedu decimalne tocke i prve znamenke razliCite od 0
predstavljaju samo red veli¢ine. Takav broj ima onoliko sigurnih znamenki koliko ih
se nalazi od prve znamenke razli¢ite od 0 pa dalje udesno. Npr. 0.00123 ima tri
sigurne znamenke, 0.0010230 ih ima pet, 1.00023 ih ima Sest.

(b) Nule koje slijede znamenke razli¢éite od 0 sigurne su u svakom broju s
decimalnom tockom. Npr. 1230.00 ima Sest sigurnih znamenki.

Pravila za znanstveni zapis brojeva

U znanstvenom zapisu, sve znamenke u broju su sigurne. Ovaj zapis uvodi brojeve
napisane kao umnozak decimalnog broja (s jednom znamenkom razli¢itom od 0 lijevo
od decimalne tocke) i neke potencije broja 10. Npr.:

o 1.23:10°=123 000 (3 sigurne znamenke)
« 1.2300-10°=123 000 (5 sigurnih znamenki)

« 1.23-10°=0.00123 (3 sigurne znamenke)

« 1.2300-10°=0.0012300 (5 sigurnih znamenki)

Pravila za odredivanje broja sigurnih znamenki u kona¢nom rezultatu:
(1) Kad zbrajamo ili oduzimamo brojeve, rezultat smije imati najviSe onoliko sigurnih
decimalnih odnosno dekadskih jedinica koliko ih je u pribrojniku koji ih ima najmanje.

Npr.:

e 7.23+51 =58 (ane 58.23)
e 3.45.10°+1.23-10%*=3.57-10° (a ne 3.573-10° ili 35.73-10%).

Razlog za ovo je jasniji primijetimo li da je 1.23-10*=0.123.10°, dakle on zaista ima
jednu sigurnu dekadu (u ovom zapisu decimalu) viSe nego drugi pribrojnik.
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(2) Kod mnozenija ili dijeljenja, rezultat treba imati isti broj dekadskih ili decimalnih
jedinica kao onaj od ukljucenih brojeva koji ih ima manje. Npr.:

e 6.3:2504=1.6-10" (a ne 15775.2 ili 1.57752-10%

Valja uociti da u rezultatu decimale ne smiju biti samo odrezane, ve¢ broj mora biti
pravilno zaokruzen na sljedeci nacin:

o ako se prva odrezana znamenka nalazi u intervalu 0-4, znamenka ispred nje
zaokruzivanjem ostaje ista

« ako se prva odrezana znamenka nalazi u intervalu 5-9, znamenka ispred nje
zaokruzivanjem se povecava za 1

Napomena: Ukoliko se racun, putem kojega iz mijerenih vrijednosti dobijamo
konacni rezultat, sastoji iz viSe koraka (Sto je najcesce slucaj), pri Cemu nastaje vise
medurezultata, tada u medurezultatima valja uvijek zadrzati sve decimale koje nam
daje racCunski instrument, a rezanje decimala i zaokruzivanje obaviti tek kod
konacnog rezultata, i to na osnovi broja sigurnih znamenaka u ulaznim veli¢inama.
Na taj se nacin izbjegava povecanje nepouzdanosti konac¢nog rezultata uslijed
viSestrukog zaokruzivanja tijekom racunskog postupka.

U konacénom rezultatu, dobijenom racunskom obradom izmjerenih vrijednosti,
uobicajeno se navode sve sigurne znamenke i jos jedna koja je nesigurna.
(Navodenje svake sljede¢e nesigurne znamenke nema nikakvog smisla ako je vec
znamenka ispred nje nesigurna.) Taj rezultat najbolje je pisati u znanstvenom obliku,
pri ¢emu srednja vrijednost i pripadna pogreska obvezno trebaju imati isti broj
znamenki nakon decimalnog zareza. Iznimka je ako je zadnja znamenka pogreske
koju Zelimo ostaviti jednaka 1, a sljedeca bi trebala nestati zaokruzivanjem. Tada
ostavljamo i tu sljedecu znamenku, jer bi se zaokruzivanjm napravila relativno velika
razlika. Srednju vrijednost i pogresku stavljamo u oble zagrade, a iza njih potenciju
(red veli¢ine) i mjernu jedinicu. Primjeri:

V=(3.210.2)-103m?
I1=(2.5+0.14)-10%A
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2. POGRESKE MJERENJA

Pogreske obicno dijelimo u 3 tipa: sistematske, slucajne i grube.

Sistematske pogreske

Sistematske pogreske prouzroene su poznatim uzrocima i u nacelu mogu biti
uklonjene. Pogreske ovog tipa rezultiraju izmjerenim vrijednostima koje su
konzistentno previsoke ili pak preniske. Dijelimo ih u 4 vrste prema uzroku.

1. Instrument: LoSe bazdaren instrument, npr. termometar koji pokazuje 102°C u
kipuCoj, a 2°C u zaledenoj vodi pri normiranom atmosferskom tlaku. Takav
instrument pokazivat ¢e izmjerene vrijednosti koje su konzistentno previsoke.

2. Opazac: Npr. oCitavanje skale metra pod nekim kutem.

3. Okolina: Npr. pad napona u gradskoj mrezi uslijed kojeg ¢e izmjerene struje biti
stalno preniske.

4. Teorija: Uslijed pojednostavljenja modela ili aproksimacija u jednadzbama koje
ga opisuju. Npr. ako prema teoriji temperatura okoline ne utjeCe na ocitanja, a u
stvarnosti utjeCe, taj Ce faktor predstavljati izvor pogreske.

Slucajne pogreske

Slucajne pogreske su pozitivne i negativne fluktuacije koje Cine otprilike polovinu
mjerenih vrijednosti preniskim, a polovinu previsokim. Uzroci slucajnih pogreski ne
mogu uvijek biti identificirani. Moguci uzroci su sljededi:

1. Opazac: Npr. greska u prosudbi opazaca kad ocitava vrijednosti na najmanjem
podjeljku skale.

2. Okolina: Npr. nepredvidive fluktuacije mreznog napona, temperature ili
mehanickih vibracija uredaja.

Za razliku od sistematskih, slucajne pogreske mogu biti obradene statistickom
analizom te na taj nacin obicno moZe odrediti koliki je utjecaj ovih pogreski na
fizikalnu velicinu ili zakon.

Kao primjer za razliku izmedu sistematskih i sluCajnih pogreski mozemo uzeti
uporabu zapornog sata za mjerenje trajanja 10 oscilacija nekog njihala. Jedan od
uzroka pogreske bit ¢e vrijeme reagiranja opazaca. Kod jednog mjerenja mozemo
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sluajno poceti prerano a stati prekasno, kod drugog obrnuto. To su slucajne
pogreske ako su obje situacije jednako vjerojatne. Ponovljena mjerenja daju seriju
rezultata koji se malo medusobno razlikuju. Oni na slucajan nacin odstupaju od
srednje vrijednosti.

Ako je nazoCna i sistematska pogreSka, npr. ako zaporni sat ne pocinje od nule,
rezultati ¢e na slucajan nacin odstupati ne od srednje, ve¢ od neke pomaknute
vrijednosti.

Grube pogreske

Gruba pogreska nema veze ni s jednim od gore navedenih ¢imbenika, vec je rezultat
grubog, subjektivnho uvjetovanog propusta u mjernom postupku. Opaza¢ moze
zabiljeziti krivu vrijednost, krivo ocitati sa skale, zaboraviti znamenku prilikom
oCitavanja sa skale ili uciniti drugi sliCan propust. Rezultati s ovakvim pogreskama
trebali bi vidljivo odskakati od ostalih, ako je ucinjeno vise mjerenja ili ako jedna
osoba provjerava rad druge. Oni se ne bi smijeli ukljuciti u analizu podataka.
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3. OBRADA REZULTATA

3.1. RACUN POGRESAKA
SREDNJA VRIJEDNOST

Srednja vrijednost je broj koji ¢e predstavijati rezultat naseg mijerenja u
slucajevima kad smo izvrsili viSe uzastopnih, nezavisnih mjerenja iste veliCine.
Oznacimo tu veli¢inu sa x, broj mjerenja sa n. Tako se dobija distribucija mjerenja
(X1,X2,X3,...,Xn). OVO razmatranje ima smisla uz pretpostavku da su pogreske nastale
u mjernom postupku iskljuCivo slucajne prirode. Racunanje srednje vrijednosti
provodi se po formuli:
2%
¥ = il
n

Naravno, ne mozemo taj broj smatrati pravim iznosom trazene veliine.To je samo
najbolja aproksimacija tog iznosa koja se moze dobiti iz dotiCne serije mjerenja, uz
pretpostavku da su pogreske nastale u mjernom postupku iskljucivo slucajne prirode.
Mjera za disperziju rezultata oko srednje vrijednosti dana je iznosom standardne
devijacije:

Ova formula rezultat je teorijskih razmatranja. Za veliki n (>25) obic¢no se umjesto
n-1 u nazivniku stavlja n. Standardna devijacija predstavlja toCnost s kojom je
izvrSeno pojedino mjerenje. Sto je ona manja, za niz mjerenja kazemo da je tocniji.

Prema teoriji vjerojatnosti, za veliki broj mjerenja Cije vrijednosti variraju prema

nacelu slucajnosti, priblizno 68% rezultata bit ¢e unutar intervala radijusa ¢ oko
srednje vrijednosti, 95% rezultata nalazit e se unutar radijusa 20, @ 99% unutar

radijusa 3c. Dakle, unutar intervala +3c nalaze se prakticki sve pogreske mjerenja.
Konacni rezultat biljezimo u obliku
x=X=to,

pri Cemu je oy standardno odstupanje ili standardna devijacija aritmeticke
sredine:
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Ova se formula dobija primjenom formule za pogreske izvedenih veli¢ina ako
shvatimo aritmeticku sredinu kao funkciju od n pojedinacnih mjerenja (X1,X2,X3,...,Xn)
od kojih je svako odredeno s vlastitom pogreskom jednakoj standardnoj devijaciji .

Prema teoriji vjerojatnosti, 68% je vjerojatno da se prava vrijednost mjerene veli¢ine
nalazi unutar intervala radijusa oy oko srednje vrijednosti, 95% rezultata nalazit ¢e
se unutar radijusa 2oy, @ 99% unutar radijusa 3o . Dakle, standardna devijacija
aritmeticke sredine veli¢ina je koja nam omogucuje da na osnovu mjernih rezultata u
terminima vjerojatnosti lociramo pravu vrijednost mjerene veliCine.

Za veliki n ovaj ée izraz prijeci u:

_"—— =% fizl;[xn—i)z

a to je upravo onaj oblik u kojemu se on najcesce koristi.

SLOZENE POGRESKE

Ako je mogucée ustanoviti iznos sistematske pogreSke, tada ukupnu pogresku
mozemo podijeliti na sistematsku i slu¢ajnu pomoc¢u formule:

Oupns = FPcana + 5%

kupna lucajna sistematska

Sliéno razmatranje moze se primijeniti i u slu¢aju kad je jedna veliCina izmjerena na
viSe razlic¢itih nacina ili u viSe razliCitih nizova mjerenja, pri ¢emu je dobijeno n
srednjih vrijednosti, svaka s pripadnom pogreSkom odnosno standardnom
devijacijom. Sva mjerenja nisu uvijek provedena s jednakom pouzdanoscu, pa stoga i
ne doprinose jednako ukupnoj pogresci. U takvom slucaju, ukupna srednja vrijednost
racuna se kao:

2%
i — i=1
n
a pogreska:
o=_>0of
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POGRESKE IZVEDENIH VELICINA

Pretpostavimo da nas zanima neka fizikalna veli¢ina y koju ne moZemo izmijeriti
izravno, ali mozZzemo nezavisno izmjeriti veli¢ine Xi,X2,X3,...,Xn koje su s njom
funkcijski povezane na nama poznat nacin, te je iz njih izraCunati. Zato takvu veli¢inu
nazivamo izvedena velicina.(Npr. raCunanje povrSine pravokutnika P iz mjerenja
duljine njegovih stranica a i b). Svaku od mjerenih veliina dobijamo kao srednju
vrijednost s pripadnom pogreSkom, te iz toga raCunamo srednju vrijednost i
pogresku izvedene veliCine.

Opcenito, ako je y=f(x1,X2,X3,...,Xn), pri ¢emu je za i=1,...,n
X, =X; g

Tada je srednja vrijednost izvedene veliCine:

? = f(fl IXZI"'I xn)

a pogreska:

g, = [Zn:ﬂ

2
.g;°
Fird _ _
My =y g = g e

i=1 i

Ako je cilj naseg eksperimenta racunanje iznosa neke fizikalne konstante Ciji je iznos
- dobijen naprednijim metodama - poznat iz literature, tada je dobro dobijeni iznos
(. njegovu srednju vrijednost) usporediti s poznatim racunajuci relativnu
pogresku:

100 - (pravi iznos - dobijeniiznos)

relativha pogreska= —
pravi iznos

METODA NAJMANJIH KVADRATA-LINEARNA REGRESIJA

Pretpostavimo da u mjernom postupku dobijamo parove izmjerenih veli¢ina (x;,Y;)
tako da sami mijenjamo i biljezimo x; , ¢ime neizravno mijenjamo i vrijednosti y; . Ako
izmedu veli¢ina x i y postoji linearna ovisnost

y=ax+b

tada bi n parova vrijednosti (x;yi) trebali, kad se ucrtaju u koordinatni sustav,
priblizno lezati na pravcu Ciju smo jednadzbu naveli. Pretpostavimo da izmedu
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prometranih veli¢ina postoji linearna ovisnost i da su sva odstupanja od pravca
slucajne prirode. Nepoznate parametre pravca tada mozemo izraCunati zahtijevajuci
da suma

é[‘l’li - [axi +b)]2

ima minimum, te trazeci parametre pravca s kojima ¢e se to dogoditi. Gornja suma
imat ¢e minimum ako su njene parcijalne derivacije po oba parametra jednake 0.
Deriviranjem i izjednacavanjem s 0, te rjeSavanjem tako dobijenog sustava, dobijamo
parametre pravca regresije:

az Xy -xXy
x% %2
b=y-aXx

Pripadne pogreske (dobijene drukdijim razmatranjem) ¢e biti:

gz o2
o, = 1Y -V
ni x? -x*
o, = G, X% —X?

Ako je pak pretpostavljena ovisnost oblika y=ax, tada je

s pogreskom

c, = l[i—.ﬂf]
Nl x2

Napomenimo jo$ da je ova metoda vrlo Siroko primjenljiva, pa i na ovisnosti koje nisu
linearne. Na neke od njih metodu mozemo primijeniti izravno, dok neke druge
mozemo logaritmiranjem svesti na linearne pa traziti pravac regresije za parove (In x,

Iny).

3.2. GRAFOVI

Cilj mnogih pokusa je pronalaZenje ovisnosti medu izmjerenim veli¢inama. To se
moze posti¢i grafickim prikazivanjem dobijenih rezultata. Pretpostavimo da smo u
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nasem pokusu mijenjali neku fizikalnu veli¢inu x i time uzrokovali promjenu neke
druge, o njoj zavisne, fizikalne veli¢ine y. Na taj nacin dobijaju se parovi mjerenih
vrijednosti (x;,y;) koje onda kao tocke u pogodnom mijerilu ucrtavamo u koordinatni
sustav. Pritom valja slijediti ove upute:

1. Nacrtati graf na papiru dovoljne veli¢ine, kako tocke ne bi bile suviSe sabijene
jedna uz drugu. Naime, iz sabijenog grafa mozda nece biti sasvim uocljiv karakter
ovisnosti medu izmjerenim veli¢inama, npr. moZzemo segment parabole proglasiti
pravcem ili obratno.

2. Uz graf se treba nalaziti vrlo kratki opis (nekoliko rijeci), u kojem ce biti naznaceno
o kojim se veli¢inama radi, te eventualno podaci o ostalim parametrima i uvjetima
vezanim uz nacrtanu seriju mjerenja.

3. Nezavisna varijabla (veli¢ina koju vrsitelj pokusa moze neposredno podeSavati po
svojoj volji) ucrtava se duz x-osi, a zavisna (ona koja se tijekom pokusa mijenja
uslijed promjena nezavisne varijable) ucrtava se duz y-osi.

4. Uz krajeve svake osi oznaditi veli¢inu koja joj je pridruzena, te jedinice u kojima je
os bazdarena u uglatim zagradama (npr. t[s] je vrileme u sekundama). Ako smo os
baZdarili u jedinicama koje su decimalni dijelovi ili pak dekadski viSekratnici doticne
velitine, to takoder valja naznaciti (npr. B[107°T] znac¢i da podjeljak skale duljine 1
na osi predstavlja promjenu magnetskog polja B za 10™T). Veli¢ine moraju moraju
obvezno biti izrazene u jedinicama medunarodnog sustava (SI), pri ¢emu je
dozvoljeno koristiti prefikse (npr. cm, hPa itd.)

5. Svaku os izbazdariti tako da nakon ucrtavanja to¢aka ne ostane previSe praznog
prostora ni u jednom smjeru. (Npr. ako nam se vrijednosti veliine prikazane na osi x
nalaze u rasponu od 0.2 do 0.8, tada je zgodno odabrati skalu koja ide od 0 do 1.0;
ako bi stavili npr. od 0 do 2.0, ostalo bi nam previSe praznog prostora.) Svaku os
valja poceti od 0 ukoliko je to moguce, tj. ukoliko najmanja vrijednost na nekoj osi
nije puno veca od raspona izmedu najmanije i najveée vrijednosti.

6. Ucrtati pravac (ili glatku krivulju) koja najbolje odgovara eksperimentalnim
tockama, naznacivsi parametre ovisnosti dobijene racunom (kompjutorski i
"pjesice").

Na donjoj slici nalazi se jednostavan primjer grafa zavisnosti puta o vremenu kod
jednolikog gibanja. U odredenim trenucima vremena biljezen je prevaljeni put.
Brzina, koja je ustvari koeficijent smjera ucrtanog pravca regresije, dobijena je
metodom najmanjih kvadrata iz eksperimentalnih tocaka.
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Eksperimentalni podaci upisuju se u tablicu:

&
t[s] | s[m] s[m] .
13 | 07 I
1.6 1.1 2
23| 1.2 Wil
2.7 1.5 1 .
3.2 2.2 :
4.0 2.9

-

Pretpostavljena ovisnost puta (s; os y) o
vremenu (t; os x) je s=vt.

Linearnom regresijom iz havedenih se podataka
dobija v=(0.65+0.03)ms™.
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4. PISANJE LABORATORIJSKIH IZVIESCA (REFERATA)

IzvieS¢éa mogu biti pisana na kompjutoru (preporucljivo) ili Citljivim rukopisom na
papiru formata A4, a svako izvjeS¢e obvezno mora sadrzavati:

1.Ime i prezime studenta te datum izvodenja vjezbe

2.Redni broj i naslov vjezbe

3.Cilj vjezbe u 1-2 recenice

4.Skica mjernog uredaja s oznacenim dijelovima

5.Sazeti opis mjernog postupka (koje su veli¢ine mjerene i kako)

6.Zapis rezultata mjerenja iz kojeg je vidljivo Sto je mjereno i u kojim jedinicama

7.Neodredenost odnosno pogresku rezultata mjerenja

8.Izracunate velicine u pravilnom obliku ispisa s jasno naznacenim racunskim
postupkom (formule, racun pogresaka)

9.Graficki prikaz rezultata (izraden rucno na milimetarskom papiru, ili
kompjutorski ispis)

10.0sobni komentar vjezbe (kvaliteta rezultata, eventualni nedostaci aparature,

prijedlozi za poboljSanja)
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